Chapitre 7 : Nombre dérivé
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1. QUIZ

(i3] La fonction f est définie sur it
par flix) = —2x+ 1L

Pour h € R*, le taux de variation
de fentre 1et 1+ hvaut :

(1) La fonction f est définie sur i

par flx) = x7.
Pour h € B*, le taux de variation
de fentrelet1+ hvaut:

(5] La fimite, lorsque h tend

-
vers 0, do 1) = =31

T vaut :

(16] La tangente a la parabole
d'équation y = x? au point
d'abscisse -2 a pour pente :

(17] Une équation de la tangente
a la parabole d"équation y = x°
au point d'abscisse a © Rest :

(18] La dérivée d'une fonction
affine est toujours :

(19) La pente de la tangente
a la courbe d"équation y = VX
au point d'abscisse 2 vaul ©

(20) La fonction f est définie sur R
par flx) = x? - 2x + 25.
VxER, fix)= ...:

(21) La fonction f est définie sur
R* par fix) - g-
VxeER* f(x)=_..:

(22} La fonction f est définie sur Bt
par fix) = (22 + 1)x{2x = 3) .
VxeER, f(x)=...:

(23] La fonction f est définie sur
X+2

R\(2) par fi) = 512 .

Ve R\2}, f(x)= ...z

-2

y=—a@ + 2ax

non monotone.

kulm

3x-6-3(x+2)
(3x-6

2+h

f-2) ois fest
la fonction carré.

y= a4+ 2ax

>l

2x+ 23

6x?-6x+4 2

Wi

~2h
It

2h+h?
It

2(3x? -3x+1)

(3x«6?

—2h-1

24K

Elle n'existe pas.

2(x-1)

2x(2x - 3)+ 21x% +1)

6x

(3x —6?
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2. Dérivation en un point

A. Taux d'accroissement

Définition |

Soit une fonction f définie sur un intervalle 1.

Soit deux réels a et b appartenant a I tels que
a < b.

Soit A et B deux points de la courbe représentative
de f d'abscisses respectives a et b.

Le coefficient directeur de la droite (4B) est égal

N

a:

f)— f(a)
b— a

B. Nombre dérivée d'une fonction f en un réel a

Soit une fonction f définie sur un intervalle I.
Soit un réel a appartenant a .

Soit A et M deux points de la courbe
représentative de f d'abscisses respectives :
aeta+h,avech > 0.

Le coefficient directeur de la droite (AM) est égal

a:.
fl@+h)— f(a) fla+h)—f(a)
(a+h)—a h

Lorsque le point M se rapproche du point A, le
coefficient directeur de la droite (AM) est égal a la
limite de

fla+h) - f(a) lorsque h tend vers 0.
h

fla + h)7

fla)

(AM)~
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Définition |

On dit que la fonction f est dérivable en a s'il existe un nombre réel L, tel que :

il eth-rf@
h-0 h

L est appelé le nombre dérivé de f en a.

Exercice :
Soit la fonction polyndme de degré 2 f définie sur par f (x) = x?+ 2x— 3
Démontrer que f est dérivableenx = 2

C. Tangente a une courbe

Soit une fonction f définie sur un intervalle I et
dérivable en un nombre réel a appartenant a I.

L est le nombre dérivé de f en a.

A est un point d'abscisse a appartenant a la courbe
représentative C; de f
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Définition

La tangente a la courbe C; au point A est la droite passant par A de coefficient directeur le nombre

dérivé L

Propriété (démonstration : ex 107 page 129) ‘

Une équation de la tangente d la courbe C; en A est :
y=Lkx=-a) + f(a)
L étant le nombre dérivé de f en a

Démonstration :

Exemple :

On considére la fonction polyndme de degré 2 f définie sur R par f (x) = x? + 2x — 3.

Déterminer I'équation de tangente a la courbe représentative de f au point A de la courbe d'abscisse 2
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2. Fonction Dérivée

A. Dérivées des fonctions usuelles

Exemple 1:

Soit la fonction f définie sur R par f (x) = x*

Calculons le nombre dérivé de la fonction f en un nombre réel quelconque a
Pour

fla+h) — f(@ (a+h?—-a® a®+2ah+h®>-a®> 2ah+h?

ho#0 h h = h I

=2a+h

Or
o fath) = f@)
m =

h—0 h

%%@a+h)=2a
Pour tout nombre a, on associe le nombre dérivé de la fonction f égal a 2a.

On a donc défini sur R une fonction, notée f' dont |'expression est f'(x) = 2x

Cette fonction s'appelle la fonction dérivée de f.

Définition |

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On dit que f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout réel x de I

Dans ce cas, la fonction qui a tout réel x de I associe le nombre dérivé de f en x est appelée fonction
dérivée de f et se note |’

Exemple 2:

Soit la fonction f définie sur R par f (x) = x3
Calculons le nombre dérivé de la fonction f en un nombre réel quelconque a
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Exemple 3:

Soit la fonction f définie sur R* par f (x) = i
Calculons le nombre dérivé de la fonction f en un nombre réel quelconque a (# 0)

Exemple 4:

Soit la fonction f définie sur R* par f (x) = vx
Calculons le nombre dérivé de la fonction f en un nombre réel quelconque a € R*/{0}
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B. Formules de dérivation des fonctions usuelles

fonction f ensemble de définition dérivée f’ ensemble de définition
de f de f
f(x)=aa €R R flly=10 R
f(x)=ax,a €R R f'x)=a R
flx) = x? R fl(x) = 2x R
flx) = x" R fl(x) = nx™?1 R
n>1€eN
1 R \{0 , 1 R\{0
o=~ \O F@ === \O
n>1€eN
f(x): \/E [0,+00[ ’ — L ]O,+OO[
f'(x) W

C. Opérations sur les fonctions dérivées

u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I

u + v est dérivable sur I

u+v)=u+7v

k u est dérivable sur I, ol k est une constante

kuw)' = ku

u v est dérivable sur I

wv) =uv+ uv

1 , . \ '
- est dérivable sur I, ot u ne s'annule pas sur I

u rd . AY 1
S est dérivable sur I, ot v ne s'annule pas sur I

D. Calcul de la dérivée des fonctions cosinus et sinus

fonction f ensemble de définition dérivée f’ ensemble de définition
de f de f'
f(x) = cos (x) R f'(x) = —sin (x) R
f(x) = sin (x) R f'(x) = cos (x) R
R
f(x) = cos (wx+ ) f'(x) = —w sin(wx+ ¢) R
f(x) = sin(wx + @) R f'(x) = w cos(w x + @) R
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Propriété (démonstration : ex 109 page 129)

Dérivée d'une somme

Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I, alors la fonction somme x — u(x) + v(x), hotée
u + v, est dérivable sur I et, pour tout nombre réel x de I, (u + v)'(x) = u'(x) + v'(x)

Exemple:
On consideére la fonction f définie sur R par f(x) = x* + 4x- 7. f est la somme de trois fonctions usuelles

dérivables sur R. Donc f est dérivable sur R et sa fonction dérivée est définie, pour tout x € R /7 /7, par :

frx) =

Propriété (démonstration : ex 110 page 129)

Dérivée d'un produit par un nombre réel

Si k est un nombre réel et u est une fonction dérivable sur un intervalle I, alors la fonction x — k X u(x),
notée k x u, est dérivable sur I et, pour tout nombre réel x de I, (k x w)'(x) = k x u'(x).

Exemple :

On considére la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(x) =-3+/x.
Pour tout x € [0; +oo[, f(x) =-3 X u(x) ol u(x) = x. La fonction u est dérivable sur ]0; +oo[, donc f est
dérivable sur ]0; +oo[ et sa fonction dérivée est définie, pour tout x € /7]0; +oo[, par :

frx) =

Propriété (démonstration redigée : page 128) |

Dérivée d'un produit

Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I, alors la fonction produit x — u(x) x v(x), notée
u x v, est dérivable sur I et, pour tout nombre réel x de I, (u x v)'(x) = u'(x) x v(x) + u(x) x v'(x).
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Conséquence :

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, alors la fonction x — (u(x))?, notée u?, est dérivable sur I
et (W) =2uu

Exemple :

On considére la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(x) = x Vx. f est le produit des fonctions u: x — x et
v: x - (u(x))?, donc elle est dérivable sur 0 ; +oo[.
Vx €]0; 4+oof, f' (x) = u'(x) X v(x) + u(x) x v'(x)

Propriété (démonstration : ex 111 page 129) ‘

Dérivée d'un quotient

e Siu et v sont deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle I et si v ne s'annule pas sur I, alors

la fonction quotient x — % notée % est dérivable sur I et pour tout nombre réel x de I
Uy’ u'(x) Xv(x)— ulx) xv'(x)
) = :
v (v()

. . ’ . . . f . 1
e Si v est une fonction dérivable sur un intervalle I et si v ne s'annule pas sur I, alors la fonction x - —

v(x)

notée % est dérivable  sur I et, pour tout nombre réel x de I

1y —v'(x)
(_> ()= (vl(]x)J)C2

'

17 Spécialité maths « 1MATHS5 » » Chap. 7 : Nombre dérivé 9




lycée régional gain"" Exupéry

Exemple :
On considere la fonction h définie sur R\{- 2} par h(x) = 2x+24 est le quotient des fonctions u: x - 2x —4 et
v: x - x+ 2, dérivables sur R.La fonction v s'annule en x = -2, donc h est dérivable sur R\{- 2}.

vx € R\{-2},

x—

u'(x) Xvlx) — ulx) xv'(x)

(v@)*

h(x) =

Propriété (admise) |

Dérivée de x - g(ax+b)

Si g est une fonction dérivable sur un intervalle J, et si a et b sont deux nombres réels tels que pour tout x
dans l'intervalle I, ax + b appartient aJ, alors la fonction f : x — g(a x + b) est dérivable sur I et, pour tout
nombreréel xde I, f' (x) = a X g'(ax + b).

Exemple :

On considére la fonction f définie sur [2; +oo[ par f(x) = V2x —4. f sécrit x > g(2x—4) ol g est la
fonction racine carrée qui est dérivable sur J =10; +ool.

Or,2x-4ejJeo©2x-4>0 x >2 o x/J€]2; +oo.

Donc f est dérivable sur I =]2; +o[ et, Vx € I,

f'(x) =2xg'[02x—4)

Exercices 45 et 46 page 122:

Pour | i [B [ﬂ

our esexerclcj‘es ) et_ ) L ma.f:x9—2x2+3x—1ena=0.
Dans chaque cas, déterminer si la fonction est dérivable
en a et, s'il existe, donner la valeur du nombre dérivé b. g X— 2x2-5ena=0.
ena. c.h:x— (x-3)2ena=3.
Ga. rx—-3x+1lena=1.

_f 5 _ dk:x— ena=0.
b.g:x—3x*-4ena=2. x+1

c.h:x—x2+7x-3ena=23.
dk:x— Jx-2 ena=2.

Exercices 47 et 48 page 122 et 53 page 123:

Pour les exercices [(EJ et [T %ot 2 z
. ; - I m On a tracé ci-dessous la courbe représentative 6
Justifier que la fonction f est dérivable en a et déterminer ]

une équation de la tangente a la courbe représentative d’une fonction f définie sur R, ainsi que les tangentes a
de f au point d'abscisse a. @ aux points A, B, C et D.

ma.f:xr—nc?—zlenazz

b.f:xﬁ% ena=1.

ma.f:xwx2—2x+69na:—1.
b.frx—x3ena=1

Va € R,Vb E R, (a+ bP =a®+3a?b + 3al? + b°.

a. Déterminer graphiquement f’(-5), f'(-3), f'(0) et f*(3).
b. Déterminer une équation de chacune des tangentes
tracées.
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3. Application a |I'étude des variations d'une fonction

Théoréme (admis) |

Soit une fonction f définie et dérivable sur un intervalle I
-Sif'(x) < 0,adlors f est décroissante sur I

-Sif'(x) = 0,alors f est croissante sur I

-Sif'(x) = 0,alors f est constante sur I

e Dresser le tableau de variations d'une fonction

Soit la fonction f définie sur R par . f (x) = x3 + gxz —12x + 5
1. Etudier les variations de f et dresser le tableau de variation
2. Dans repere, représenter graphiquement la fonction f.

1.

Pour tout x réel,ona: f'(x) = 3x%+ 9x— 12.

Commengons par résoudre |'équation f'(x) =0:

Le discriminant du trindme (polyndme de degré 2) 3x?+ 9x — 12 estégala A= 92— 4 x 3 x (-12) =

225
L'équation posséde deux solutions : x; = "= =letx, = ————=-4
On en déduit le tableau de variations de f :
X —00 —4 1 +00
f'(x) + d) - ¢ +
61 +00
f )
-3
-% _-
2
S
x3+37x1— 12-5+3 [
2 — 10 —3 o 5 10
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4. Extremum d'une fonction

Théoréme |

Soit une fonction f définie et dérivable sur un intervalle ouvert I.
Si la dérivée f ' de f s'annule et change de signe en un réel c de I alors f admet un extremumen x = ¢

e Rechercher d'un extremum

La fonction f définie sur R par f (x) = 5x* — 3x + 4, admet-elle un extremum sur R?

Pour tout x réel,ona: f'(x) = 10x — 3
Et: f'(x) = 0 pour x = 13—0= 0.3

On dresse alors le tableau de variations :

x —o0 3/10 +00
F® : 5 X
+00 F00
f @)
71
20

Eneffet :f (3/10) = 71/20
La fonction f admet donc un minimum égal a 71/20 en x = 13—0

307

[

.

X —-3x+4d
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